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1 Óñëîâèå çàäà÷è

Ïðåäñòàâüòå ñåáå ÷åëîâå÷êà, ñïîñîáíîãî øàãàòü ââåðõ ïî ñòóïåíüêàì ïðè-
ñòàâíîé ëåñòíèöû. Ïóñòü íàøåìó ÷åëîâå÷êó ïî åãî òðåáîâàíèþ ïîäñòàâ-
ëÿþò è îñòàâëÿþò ñòîÿòü íà ìåñòå áåñêîíå÷íî äëèííûå ëåñòíèöû, øàã êî-
òîðûõ (ðàâíûé ðàññòîÿíèþ ìåæäó ñîñåäíèìè ñòóïåíüêàìè) êðàòåí øàãó
÷åëîâå÷êà. Ñ çåìëè ÷åëîâå÷åê çàïðûãèâàåò íà ïåðâóþ ñòóïåíüêó ëåñò-
íèöû, ñ øàãîì ðàâíûì äâóì åãî øàãàì, îäíàêî äàëåå ïðè ïîäúåìå îí
êàæäûé ðàç äåëàåò òîëüêî ïî îäíîìó øàãó, è ïðè ýòîì ñòàâèò íîãó ëèáî
íà ïåðâóþ ñòóïåíüêó, çàòðåáîâàííîé èì íîâîé ëåñòíèöû, ëèáî íà óæå íå
ïåðâóþ ñòóïåíüêó, ïîñòàâëåííîé ðàíåå ñòàðîé ëåñòíèöû. Ñïðàøèâàåòñÿ,
ñêîëüêî ïîòðåáóåòñÿ ÷åëîâå÷êó ëåñòíèö, ÷òîáû ïîäíÿòüñÿ íà âûñîòó N
åãî øàãîâ, åñëè N äîñòàòî÷íî âåëèêî.

2 Ðåøåíèå

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî øàã, çàòðåáîâàííûõ ÷åëîâå÷êîì ëåñòíèö, âñå-
ãäà ðàâåí ïðîñòîìó ÷èñëó. Äåéñòâèòåëüíî, èçìåðÿåìàÿ ÷èñëîì øàãîâ âû-
ñîòà ñòóïåíüêè óñòàíîâëåííîé ëåñòíèöû, íà êîòîðóþ ÷åëîâå÷åê ìîæåò
ïîñòàâèòü íîãó, êðàòíà øàãó îäíîé èç óæå ïîñòàâëåííûõ ëåñòíèö, à ñëå-
äîâàòåëüíî âûñîòà ñòóïåíüêè, íà êîòîðóþ îí íå ìîæåò ïîñòàâèòü íîãó
èç-çà îòñóòñòâèÿ ëåñòíèöû, íå êðàòíà øàãó íè îäíîé èç ïîñòàâëåííûõ
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ëåñòíèö, è ïîýòîìó íå äåëèòñÿ íà âûñîòó íè îäíîé èç íèæåëåæàùèõ ñòó-
ïåíåê.

Ïóñòü ÷åëîâå÷åê ñòîèò íà âûñîòå N åãî øàãîâ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íà âûñîòå m øàãîâ, ãäå m > N , íåò ñòóïåíüêè ëåñòíèöû ñ
ïðîñòûì øàãîì p, ãäå p < N + 1, ðàâíà 1− 1/p, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
òàì íåò ñòóïåíüêè íè îäíîé èç óæå ïîñòàâëåííûõ ëåñòíèö, âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

P (m > N) =
∏

p<N+1

(1− 1/p) . (2.1)

Èíà÷å ãîâîðÿ, P (m > N) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè âûñîòàm â äèà-
ïàçîíå [N + 1, N2], òî m ïðîñòîå ÷èñëî, à åñëè â äèàïàçîíå [N2 + 1,∞[,
òî ÷èñëî m íå ñîñòàâëåíî èç ïðîèçâåäåíèé ïðîñòûõ ÷èñåë ìåíüøèõ èëè
ðàâíûõ ÷èñëó N .

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ðàçëîæåíèåì(
1− 1

p

)−1

= 1 +
1

p
+

1

p2
+ . . . , (2.2)

÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü ïðîèçâåäåíèå 2.1 â îáðàòíóþ ñóììó:∏
p<N+1

(1− 1/p) =
1∑

n≤N

1
n

+
∑

m>N

1
m

, (2.3)

ãäå n è m ñîñòàâëåíû èç ïðîèçâåäåíèé ïðîñòûõ ÷èñåë ìåíüøèõ èëè ðàâ-
íûõ ÷èñëó N , â ñèëó ÷åãî n ïðîáåãàåò îò åäèíèöû äî N âñå ÷èñëà íà-
òóðàëüíîãî ðÿäà, à m ïðîáåãàåò îò N + 1 äî N2 âñå ñîñòàâíûå ÷èñëà,
íî îò N2 äî áåñêîíå÷íîñòè òîëüêî ìàëóþ ÷àñòü ñîñòàâíûõ ÷èñåë íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà, ñîñòîÿùèõ èç ïðîèçâåäåíèé ïðîñòûõ ÷èñåë ìåíüøèõ èëè
ðàâíûõ ÷èñëóN . À ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî
(N+1) ïðîñòîå, òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ øèðîêîäèàïàçîííîé âåðîÿòíîñòè
P (m > N) â ëîêàëüíóþ âåðîÿòíîñòü P (N + 1), íåîáõîäèìî â îáðàòíîé
ñóììå 2.3 èçáàâèòüñÿ îò ñóììû

∑
m>N

1
m
, è òîãäà ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó:

P (N + 1) =
1∑

n≤N

1
n

, (2.4)

êîòîðàÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N òðàíñôîðìèðóåòñÿ â âûðàæåíèå:

P (N + 1) ≈ 1

lnN
. (2.5)
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Íàéäåì òåïåðü ïðèðàùåíèå ∆N , øèðèíà êîòîðîãî äîñòàòî÷íà äëÿ äî-
ñòîâåðíîãî ïîïàäàíèÿ â îòðåçîê [N + 1, N + ∆N ] îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.
Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå:

P (N + 1) + P (N + 2) + · · ·+ P (n+ ∆N) = 1 , (2.6)

êîòîðîå â ñèëó 2.5 ïðèáëèæàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì:

N+∆N∫
N

dt

ln t
= 1 . (2.7)

Ïóñòü â ðàçëîæåíèè

N∫
2

dt

ln t
=

2+∆∫
2

dt

ln t
+

2+∆+∆′∫
2+∆

dt

ln t
+ · · ·+

N∫
N−∆′′

dt

ln t
(2.8)

âñå ïðèðàùåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàíåíèþ 2.7, â ñèëó ÷åãî êàæäûé ÷ëåí
ðàçëîæåíèÿ 2.8 ðàâåí åäèíèöå. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå:

π(N) =

N∫
2

dt

ln t
, (2.9)

ãäå π(N) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, ïîïàäàþùèõ â îòðåçîê [2, N ]. Òà-
êèì îáðàçîì, ôîðìóëà 2.9 çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è î êîëè÷åñòâå ëåñò-
íèö, íåîáõîäèìûõ ÷åëîâå÷êó äëÿ ïîäúåìà íà âûñîòó N .
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